Indukcia na pocet krokov odvodenia v bezkontextovej gramatike

spisal Tomas Farsky, drobne upravil a spresnil Simon Séadovsky

1 Zadanie
Dana je gramatika G = (N, {a,b,c}, P,0),kde N = {0, a, 3,9,7} a

P ={o — baa | cadc

a = a|che|alelca

B — ad|Bp|ach
0 — da|Pyo|ad
v — ~ay | ba}.

Dokazte, Ze ak sa vo vetnej forme generovanej gramatikou GG vyskytne neterminal 3, potom uz nikdy neodvodime
termindlnu vetnd formu.

2 RieSenie

V prvom rade si uvedomime, Ze dokazované tvrdenie je vyslovené neformdlne a teda potrebujem poriadne formélne

vyslovit tvrdenie, ktoré budem dokazovaf. V§imneme si, Ze pravidla ,z 3 generujd vZdy aspoii jeden z netermindlov

B, 6. To isté plati o pravidach ,z §. Teda neformdlne povedané, ak dostanem vo vetnej forme neterminal (3, tak sa ho

nebudem vedief nijak zbavif a uviaznem so striedanim vetnych foriem obsahujuicich aspoti jeden z neterminélov 3, d.
Teda budeme vediet dokdzaf nasledovné tvrdenie:

Nech u, v, w € (N UT)*. Potom plati:

Ak ufv =* w, tak existuji wy, we € (N UT)* také, ze w = wy fws alebo w = wydws.
Dokédzeme tvrdenie MI vzhladom na pocet krokov odvodenia.

1°:
Nech u,v,w € (N UT)* a nech ufv =" w. Potom zjavne w = ufv, teda slovo w ma poZadovany tvar
(w1 = u,wy =v). v

2°:

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky odvodenia dfiky najviac n. Tak chceme dokdzat tvrdenie pre vetky
odvodenia dizky n + 1.

Nech u,v,w € (N UT)*, nech ufv =""! w. Toto odvodenie mdzem rozpisat ako:

ufv ="w = w,kdew € (NUT)*

Z IP vyplyva, 7e ex. w1, w2 € (N UT)* také, Ze w = w1 fws alebo W = w1 dws.
Nech teda w = w1 Sws. Posledny krok odvodenia moZe vyerat nasledovne:

e W, Sws = Wiadws (pouZijeme pravidlo S — ad). Teda w = wyadw, md poZzadovany tvar (pre hladané w1, wo
plati w; = wia, ws = wWa) v’

w1 fwy = w1 pws (B — BB, w1 = w16, we = w2) vV

w1 fwy = wracfws (8 — acB, w1 = Wiac, ws = Wa) v

Iné pripady nastat nemdzu



Nech w = w1 dws. Posledny krok odvodenia moze vyerat nasledovne:

wW10we = widaws (§ — ada,wy = Wi, ws = awWs) v
w10wy = wl,@’yaﬁg 0 — ﬁ’ya,wl = W1, wy = Yow3) v
wW10We = wiadws (0 — ad, w1 = Wia, ws = Wa) v

Iné pripady nastaf nemozu

Z dokazaného tvrdenia vyplyva, Ze ak vetnd forma gramatiky G obsahuje netermindl /3, tak kazd4 vetna forma,
ktoru z tejto vetnej formy odvodime nutne obsahuje aspon jeden z neterminalov 3, § a teda nie je za ziadnych okolnosti
terminélna.

O

Otazka na zamyslenie pre fajnSmekrov: Na to aby sme dokazali tvrdenie so zadania sme dokdzali tvrdenie,
ktoré je o nieco SpecifickejSie. Nedokazovali sme, Ze odvodena vetnd forma bude iba netermindlna. My sme navySe
presne dokdzali, aké netermindly bude nutne obsahovai. Ak by sme chceli priamo dokazovat tvrdenie vyslovené v
zadani, tak v nejakom momente indukcie by sme narazali na problém a nevedeli by sme s nim pohnif. V akom
momente by to bolo a pre¢o?



